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ÖZET
 
Su dalgalar n n teorik ve fiziksel modellenmesi, üzerinde onalt nc  yüzy ldan bu yana 
çal lan bir konudur. Genel olarak rüzgâr etkisi ile olu an aç k deniz ve k y  bölgesi 
dalgalar n n yan  s ra su içindeki bir cismin (gemi v.b.) hareketinden ötürü olu an 
dalgalar n incelenmesi de önem ta maktad r. Gemi hareketlerinden kaynaklanan dalgalar n 
modellenmesi özellikle son y llar n güncel konular ndand r. Bu çal mada, seyir halindeki 
tekneyi temsil edecek olan bas nç alan  belirlenmi  ve bu bas nç alan  ilerledi inde 
olu acak olan dalgalar bir bilgisayar program nda say sal olarak modellenmi tir. Lineer 
olmayan özellikteki bu dalgalar  say sal olarak modelleyebilmek için “Boussinesq 
Denklemleri” kullan lm t r. Boussinesq denklemleri, derinlik integre edilmi  denklemler 
olup, dispersiyon terimleri k smi olarak dikey yöndeki ak kan ivmesinin etkisini temsil 
eder. Boussinesq Denklemleri bu özellikleri ile uzun dalga denklemlerinden ayr l rlar.  Bu 
sayede, çok s  olmayan bölgelerde de, de i ik h zlardaki teknelerin yaratt  dalgalar n 
gerçekçi bir ekilde simülasyonu yap lm t r. Hareket edecek olan bas nç alan n  temsilen 
bir yar mküre seçilerek, farkl  Froude say lar  için, de i ik zaman aral klar nda üç boyutlu 
simülasyonlar yap lm t r.  
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1. Giri  
 
Su yüzeyinde hareket eden bir cismin (gemi v.b.) farkl  h zlarda olu turdu u lineer olmayan  
En önemli avantaj  derinlik integre edilmi  bir dalga modeli olmas  olan Boussinesq 
denklemleri, üç boyutlu bir problemi iki boyutlu bir probleme indirgemektedir. Boyuttaki 
bu azalma ve bilgisayar teknolojisinin ilerlemesine paralel olarak, Boussinesq denklemleri 
farkl  tipte dip batimetrileri ve k y  ekilleri ile geni  yüzeyleri kaplayan bölgeler için 
yayg n olarak kullan labilmektedir. 
 
Sabit su derinlikleri için geçerli olan ilk Boussinesq modeli, ad n  ald  Boussinesq [2] 
taraf ndan elde edilmi tir. Daha sonra, Mei and LeMeháute [9] ve Peregrine [12] de, 
Boussinesq denklemlerini sabit olmayan su derinlikleri için elde etmi lerdir. Mei and 
LeMeháute, tabandaki h z  de i ken olarak tan mlarken, Peregrine derinli e göre ortalamas  
al nm  h z  de i ken olarak kullanm t r. Peregrine taraf ndan türetilen denklemlerin 
yayg n kullan m ndan ötürü, bu denklemler standart Boussinesq denklemleri olarak 
bilinmektedir. 
 
Daha iyi dispersiyon karakteristi ine sahip denklemler elde etmek için Madsen ve di erleri 
[7] ve Madsen ve Sørensen [8] ayarlanabilir katsay l  yüksek mertebeden terimleri s ras yla, 
sabit ve de i ken su derinlikli Boussinesq denklemlerine eklemi lerdir. Beji ve Nadaoka 
[1], Madsen ve di erlerinin [7] geli mi  Boussinesq denklemlerini, farkl  bir ekilde 
türetmi lerdir. Liu ve Wu [5] ise, s n r integrali yöntemini kullanarak bir dikdörtgen ve 
trapez kanal içinde hareketli bir bas nç da l m  taraf ndan üretilen dalgalar , gemiye özel 
uygulamalar içeren bir model olarak sunmu tur. Torsvik [13] Lynett ve di erleri [6] ve Liu 
ve Wu’nun [5] COULWAVE uzun dalga modelini kullanarak, de i ken kesitli bir kanalda 
sabit bir h zda hareket eden bir bas nç da l m n n yaratt  dalgalar  say sal olarak 
incelemi tir. Bu ve bunun benzeri yap lm  olan çal malarda ortak nokta, hareket eden 
cisim olarak kosinüs tipinde bir fonksiyon seçilmesidir.  
 
Hareketli bir bas nç alan n n teorik formülasyonunu incelemek, yüzen bir cismi istenilen 
formda elde edebilmek aç s ndan oldukça önemlidir. Fakat Boussinesq denklemleri, boyut 
azaltmas  aç s ndan her ne kadar çok büyük avantaj sa lasa da yüzer cisimler söz konusu 
oldu unda do rudan bir kullan m söz konusu olamamaktad r. Bu durumda, yap labilecek 
iki farkl  yakla m vard r. Bunlardan birincisi, yüzer cismin d nda ve alt nda kalan 
bölgelerin ayr  ayr  de erlendirilmesi ve buna ba l  çözümlerin elde edilmesidir. Di eri ise, 
uygulama aç s ndan daha kolay olan, Bounessinesq denklemlerine, yüzer cismin etkisini 
yans tacak olan bir yüzey bas nç teriminin eklenmesidir. Burada en önemli problem, yüzer 
cisme en uygun yüzey bas nc n n tan mlanmas d r.  
 
Bu çal mada, farkl  formda yüzey bas nç alanlar  ile istenilen cismin/cisimlerin etkilerinin 
yarat l p tan mlanmas  ve buna ba l  olarak yap lmas  planlanan simülasyonlar ile farkl  
durumlar incelenip birbiriyle kar la t r lm t r. Bu simülasyonlar, hareket halindeki bir 
gemi formunun yaratt  dalgalar ile bunlar n etkilerini anlayabilmek aç s ndan oldukça 
önemlidir. Bunu gerçekle tirebilmek için, yüzey bas nç terimlerinin, bir ve iki boyutlu 
(gerçekte iki ve üç boyutlu) olan Boussinesq say sal modellerinin bir parças  haline getirilip 
uygulanmas  gerekmektedir.  
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Klasik Boussinesq denklemlerinin uygulama alanlar ndan farkl  olarak bu ara t rma 
konusu, k y  ve liman bölgelerindeki dalga hareketlerinin incelenmesinin d nda, yüzer bir 
cisim veya cisimler etkisi alt nda olu acak dalga hareketlerini de inceleyebilmeyi mümkün 
k lmaktad r. 
ki boyutlu denklemlerle yar m küre eklindeki bir cismin yaratt  dalgalar modellenmi tir. 

Bu simülasyonlar, teorik sonuçlarla kar la t r lm t r. 
 
2. Geli mi  Dispersiyon Karakteristikli Boussinesq Denklemleri 
 
Bu çal mada Beji ve Nadaoka [1] taraf ndan türetilen Boussinesq denklemleri kullan lm  
olup, momentum denklemlerine, hareket edecek cismi temsil eden bas nç gradyan  
eklenmi tir: 
 

 

 

 
 

Burada  bir sabit olup, lineer teori dispersiyon ba nt s n n, ikinci mertebeden Padé 
aç l m na göre =1/5 al nm t r.  = 0 ise Peregrine’nin orijinal denklemine kar l k 
gelmektedir.  
 = 1/5 oldu unda, model nispeten k sa dalgalar  (h/  = 1) modelleyebilir. Burada,   dalga 

boyu, h ise su derinli ini temsil etmektedir. 
 
 
3.Denklemlerin Ayr kla t r lmas  
 
Denklem 1 ve Denklem 2, atlat lm  Arakawa C-grid sistemine göre ekil 1’de gösterildi i 
gibi ayr kla t r lm t r. 
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ekil 1. De erlerin atlat lm  Arakawa C- grid sistemindeki konumlar  

 
Ayr kla t rma, O’Brien ve Hurlburt [11] taraf ndan iki tabakal  s  su denklemlerinin 
çözümünde kullan lan yönteme uygun olarak, süreklilik denklemi, momentum denkleminin 
içine yerle tirilerek gerçekle tirilmi tir. Böylesi bir düzenleme, say sal program n s ras yla, 
hem uzun dalga modunda, hem Boussinesq modunda, hem de geli mi  Boussinesq 
modunda çal abilmesine olanak verir. Buna göre süreklilik denklemi, 
 

                                                                                                   
elde edilmi tir. Burada, i ve j s ras yla x ve y yönündeki uzaysal zaman ad mlar n  
gösterirken k, zaman ad m n  gösterir. Her iki taraf t ile çarp l p x’e göre türevi 
al nd ndaysa a a daki denklem elde edilir: 
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Buna benzer olarak Denklem 3, t ile çarp l p, y’ye göre türevi al n rsa,  
 

 

 
denklemi elde edilir. Denklem 4 ve 5, s ras yla x ve y momentum denklemlerinin 
ayr kla t r lmas  için kullan lacaklard r. Momentum denkleminin x bile eni u ekilde 
ayr kla t r l r:  
 

 

 

 

 

 

 
Burada, ayr kla t r lmam  olarak verilen terimler, Arakawa C-grid sistemine göre k + 1/2 
zaman ad m nda ayr kla t r lacakt r. Denklem 4’teki  ifadesini yukar daki 
denklemin içine yerle tirdikten sonra, t ile çarp p düzenlenirse elde edilecek olan 
denklem, 
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olur. Ayn  i lemler y-momentum denklemi için de yap ld ndan burada tekrar 
edilmemi tir. 
 
Say sal çözüm s ras  u ekildedir. Öncelikle,  eski zamandaki h zlar kullan larak, geçici  
de erleri, süreklilik denklemi 3’ten hesaplan r. Buna ba l  olarak, x ve y yönündeki 
momentum denklemleri, yeni zamandaki u ve ve v h zlar  için, tridiyagonal bir matris 
sistemi olu turur. Hareket denkleminin x- bile eni çözülürken, yeni zaman ad m ndaki uk+1 
de erleri tek bilinmeyenler olup, Thomas algoritmas  kullan larak çözülür. Benzer ekilde, 
hareket denkleminin y-bile eni çözülürken, yaln zca vk+1’ler bilinmeyen olarak 
de erlendirilir. Son hesaplanan uk+1 ve vk+1 de erleri kullan larak, düzeltilmi   de erleri 
yeniden süreklilik denkleminden elde edilir. Güvenilir sonuçlar elde etmek için, her bir 
zaman ad m nda, bu i lemlerin yaln zca üç kez tekrarlanmas n n yeterli oldu u 
gözlemlenmi tir. Daha iyi bir yakla m için, de i kenlerin ard k de erleri bir yak nsama 
kriteri ile kar la t r lm t r. Fakat say sal deneyler göstermi tir ki,  iterasyonun artmas n n 
sonuçlar üzerinde iyile tirici bir etkisi kesinlikle ihmal edilebilir düzeyde kalmaktad r. 
 
4. Üç Boyutlu Say sal Çözümler 
 
Hareket eden bas nç alan na ba l  olarak olu an dalgalar n iki boyutlu (gerçekte 3 boyutlu)  
simülasyonlar  yap lm t r. Bu amaçla, öncelikle üç boyutlu bir yar m küre eklindeki bir 
bas nç alan  olu turulmu tur. Daha sonra, söz konusu bas nç alan  kullan larak yap lan 
say sal simülasyonlardan farkl  derinlik Froude say lar  için elde edilen giri  aç lar  
ölçülmü  ve her bir aç  Havelock’a ait teorik fomülasyonlar n verdi i de erlerle 
kar la t r lm t r. 
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5. Yar mküre eklindeki Bas nç Alan n n Zorlay c  Etkisi 
 
Simülasyon için kullan lan yar mküre eklindeki bas nç alan  u ekilde ifade edilmi tir: 

222
0 R p=y)p(x, yx                                                                                        (8) 

 
Burada, p0 de eri bas nç da l m n n en yüksek de eri olup, R ise yar çapt r. ekil 5, 
kullan lan bas nç alan n  göstermektedir.  

 
ekil 2. Yar mküre eklindeki bas nç da l m n n üç boyutlu gösterimi 

 
Simülasyonlarda, R=40 m, p0 = 300 Pa, su derinli i h = 10 m al nm  olup buna ba l  h z  
c = gh = 10 m/s’dir. Simülasyon alan , 2400 m × 1200 m olup x = y = 4 m’dir. Zaman 
aral  ise t = 0.2 s’dir. x-momentum denkleminde px = xp0=(R2 x2 y2)1/2 ve y-
momentum denkleminde py = yp0/(R

2 x2 y2)1/2 eklindedir. ekil 6, derinlik Froude 
say s , Fr = v/c = v/ gh =1.1 için s ras yla t =10 s, 44 s ve 90 s’de gözlenen dalgalar n 
kontür grafiklerini göstermektedir. Bu Froude say s na kar l k gelen bas nç alan n n 
ilerleme h z  ise v = 1.1 gh = 1.1c = 11 m/s’dir. Tablo 1 ve ekil 7’den görülen, t= 90 s 
için simülasyonu yap lan dalga alan n n 65° olarak ölçülen ilerleme aç s , Havelock’un [4] 
teorik sonucuyla oldukça uyumludur.  
 

 
(a) t= 10 s, Fr=1.1 
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(b) t= 44 s, Fr=1.1 

 

 
(c)t= 90 s, Fr=1.1 

 
ekil 3. Fr = 1.1 için Boussinesq modeli (  = 1/5 ) kullan larak ilerleyen bir yar mkürenin 

olu turdu u dalgalar n farkl  zamanlardaki dalga konturlar  
 

Havelock [4] belli h zlarda ilerleyen bir yüzey bas nc  nedeniyle olu an dalga ekillerini, 
kritik alt  ve kritik üstü Froude say lar  için incelemi tir.  
Nokta eklindeki bir impulsun sonlu derinlikteki bir suda ilerlerken olu an giri  aç s n  
Havelock u ekilde ifade etmi tir:  
 

Fr  1  için nn 3/18arccos   

Fr > 1  için parcsin     

Burada, p = gh/v2 = c2/v2 = 1/Fr2’dir.
 kh

kh
m

tanh
 ve 

kh

kh
n

2sinh
2

 iken, kritik alt  

aral ktaki belirli bir Froude say s  veya p de eri için öncelikle kh, m(3  n) = 2/p 
ba nt s ndan iterasyonla bulunur.  de erini bulmak içinse, n de erinin say sal de eri, 
hesaplanm  olan kh de eri kullan larak bulunur. Kritik üstü aral kta, p tek fonksiyon olup, 
ba ka bir hesaplamaya gerek yoktur. Tablo 1’de bunlara ba l  olarak hesaplanan kama 
aç lar  say sal ve teorik olarak verilmi tir.  
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Tablo 1. Say sal olarak elde edilen giri  aç lar n n Havelock’un analitik sonuçlar yla farkl  
derinlik Froude say lar  için kar la t r lmas  

 
Giri  aç s  

Fr Boussinesq 
(Say sal) 

Havelock 
(Analitik) 

Ba l hata 
yüzdesi (%) 

0.63 18.00 19.69 8.58 
0.70 20.00 20.26 1.29 
0.75 21.00 21.10 0.47 
0.86 25.00 25.36 1.43 
0.90 25.00 28.50 12.28 
0.96 40.00 37.78 5.86 
0.97 40.00 40.69 1.69 
0.98 39.00 44.66 12.68 
0.99 48.00 51.01 5.90 
1.01 82.00 81.93 0.08 
1.05 72.00 72.25 0.34 
1.10 65.00 65.38 0.58 
1.20 54.00 56.44 4.33 
1.30 47.00 50.28 6.53 
1.40 43.00 45.58 5.67 
1.50 42.00 41.81 0.45 
1.60 36.00 36.03 0.09 
1.80 33.00 33.75 2.22 
2.00 30.00 30.00 0.00 

 
Kritik alt  bölgede Froude say s  s f ra yakla t kça, ba l derinli in (kh) artt  
gözlemlenmektedir. Öte yandan, tüm kritik üstü aral kta, kh de eri s f r n limit de er 
oldu u durumu kabul eder ve giri  aç s  hesaplamalar nda etkisiz hale gelmektedir. Bundan 
ötürü, bir anlamda, dü ük Froude say lar , görece derin sular  temsil ederken, yüksek 
Froude say lar , s  sulara kar l k gelmektedir. ekil 7’de görüldü ü üzere, Fr = 0 
durumunda, derin sular için, Kelvin’in çok iyi bilinen giri  aç s    = 19o28   elde edilmi tir. 

ekil 7’de, Havelock’un analitik formülleriyle hesaplanan giri  aç lar yla, Boussinesq 
modelini kullanarak elde edilen grafiklerden ölçülen giri  aç lar  verilmi tir. Buradaki 

Froude say s  ghvFr /  derinli e ba l  oldu undan  

Fr = 0 durumu derin suya kar l k gelir, öyle ki 0v
 

art yla, su derinli i h teorik olarak 
sonsuzdur. Dolay s yla ekil 7’de Fr<1  derin su bölgesini temsil ederken, Fr>1  s  su 
bölgesini temsil etmektedir. Boussinesq denklemleri genel olarak orta derinlikte ve s  
sulara uygulanabilir oldu undan, Tablo 1’de görüldü ü üzere, bu çal mada simülasyonlar 
için, kritik alt  aral k, Fr=0.63 ve Fr=0.99 aras nda seçilmi tir.  
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ekil 4. Say sal olarak elde edilen giri  aç lar yla, Havelock’un teorik formülasyonunun 
kar la t r lmas  

 
6. Sonuçlar 
 
Boussinesq denklemleri genel olarak yak n k y  bölgelerindeki ya da orta derinlikteki 
dalgalar  modellemek için kullan lmaktad r. Bu uygulamalar n d nda, ilerleyen bir cismin 
olu turdu u dalgalar  modellemek için de Boussinesq denklemleri kullan labilir. Bu 
çal mada, sabit ve ilerleyen yüzey bas nçlar  kullan larak say sal dalga modellemeleri 
yap lm t r.  
Üç boyutlu simülasyonlar için Boussinesq denklemlerinde yar mküre eklindeki bir bas nç 
gradyan  kullan lm  ve ilerleyen bu bas nç alan n n olu turdu u dalga ekillerinin farkl  
derinlik Froude say lar  için de i ik zaman aral klar nda simülasyonlar  yap lm t r. 
Havelock [4]’un analitik sonuçlar , hesaplanan giri  aç lar yla kar la t r lm t r. Bu 
kar la t rmalar, özellikle ba l derinli in küçük oldu u, kritik üstü Froude bölgesi için çok 
iyi sonuçlar vermektedir. Kritik alt  Froude bölgesinde ortalama hata % 5.58 iken, kritik 
üstü Froude bölgesinde ortalama hata % 2.03’e dü mektedir. Ortalama hata yüzdelerindeki 
bu fark, büyük ihtimalle Boussinesq denklemlerinin su derinli ine ba l  k s tlay c l ndan 
ileri gelmektedir. Daha önce belirtildi i üzere, kritik alt  bölge, görece daha derin sular  
temsil etmekte ve Froude say s n n s f ra e it oldu u durum ise, tamamen derin suya 
kar l k gelmektedir. Say sal modelin, kritik alt  bölgede görece daha kötü sonuç vermesi, 
olu an dalgalar n derin su özelliklerine ba lanabilir.  
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